
VEKTOR SKALAR

VEKTORadalah besaran yang n'lempunyai besar dan arah, seperti perpindahan (displacenrent), kecepatan' gaya

dan percePatan.

Secara grafis, vektor digambarkan oleh sebuah anak panah OP (Gamb'1 )

yang nrendefinisikan arahnya sedangkan besarnya dinyatakan oleh panjang

anak panah. Ujung pangkal O dari anak panah disebut titik awl alau titik
panglctl vektor dan ujung kepala P disebut frfrk temtirwl ztau temlinus'

Secara analilis, vektor dilarnbangkan oleh sebuah huruf dengan anak, pa'

nah diatasnya, seperti i dalanr Gamb. I dan besarnya dinyatakan oleh lal
atru A. Daiam karya cetakan, huiuf dengan cetakan tebal seperti A, tliper- o

gunakan untuk menyatakan vektor i sedangkan lA i atau .{ menyatakan be'

sarnya. Dalanr buku ini akan kami pergurrakan notasi huruf dengan cetakan

tebai ini.'Vektor OP jrrga dinyatakan sebagai dF atau oP; dalam hal ini

maka besarnya akan kita nyatakan dengan[],lffilatau lOPl.

'n*

SKAI-AR adalah besaran yang mempunyai besar tetapi tanpa arah, seperti lrassa, panjang, waktu, suhu dan

sebarang bilangan .iil. Sk.lur dinyatakan oleh hurufhuruf biasa sePerti dalanl aljabar elementer'

Operasioperasi dengan ikalar mengikuti atu.ran-aturan yang sama seperti halnya dalanr aljabar elementer'

ALJABAR VEKTOR.Operasi-operasi penjumlahan, pengurangan dan perkalian yang lazim dalanr aljabar dari

bilangan-bilangun .iuu skalar-skalar, dengan definisi yang sesuai, dapat diperluas kedalam

aljabar dari vektor-vektor. Definisi-definisi berikut adalah mendasar'

/. Dua buah vektor A dan B sarna jika nrereka memiliki besar dan arah yang sama tanpa memandang ke-

dudukan titik'titik awalnya. Jadi A = B dalam Gamb' 2'

2. Sebuah veklor yang arahnya berlawanan dengan vektor A tetapi memiliki besar yang sama dinyatakan

olch -A (Canrb. 3).

Gam bar I

(irmbar 2 Gambar 3
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Jumlah atau resultan dari vektor-vektor A dan B
adalah sebuah vektor C yang dibentuk dengan me-
nenrpatkan titik awal dari B pada titik terminal dari
A dan kemudian nienghubungkan titik awal dari A
dengarr titik terminal dari B (Gamb. 4). Jumlah ini
ditulis A + B, yakni, C = A + B.

Definisi irri ekuivalen dengan hukum iajaran
genidng untuk penjurnlahan vektor (lihat Soal 3).

Perluasan ke dalam penjumlahan lebih daripada
dua buah vektor adalah langsung (lihat Soal 4).

Gambar 4

5.

Selisih dari vektor-vektor A dan B yangdinyatakan oleh A - B, adalah vektor C yang apabila ditanrbah-
kan pada B menghasilkan vektor A. Secara ekrrivalen, A - B dapat didelinisikan sebagai jumiah A r
(-B)

Jika A = B, ntaka A - B didefinisikan sebagai vektor no! atau yektor i-osorrg dan dinyatakan oielr
simbol 0 atau secara singkat 0. Besarnya nol dan tak menriliki arah yang tertentu. Vektor yang tak nol
adalah vektor seiati (proper vector). Serrua veklcr akan dipandang sejati kecuali bila ada pernya(aan
lainnya.

Itasil kali sebuah vektor A. dengan sebuah skalar m adalah sebuah vektor mAyang besarnya lnrl kali be-
sarnya A dan nrenriliki arah yang sanra atau berlawanan dengan A, bergantung pada apakah m positip
atau negatip. Jika nr = 0 maka nzA adalah sebuah vektor nol.

HUKUM-HUKUM ALJABAR VEKTOR. Jika A, B dan C adalah vektor-vektor dan m dan n skalar-skalar,
nraka

Perhatikan bahwa dalanr hukum-hukunr ini hanya pcrkalian sebuah vektor dengan satu atau lebih skalar'-

skalar yang dipergunakan. Dalam Bab 2, akan didefinisikan hasil kali dari vektor-vektor.

Hukum-hukum ini nrentungkinkan kita nrempcrlakukan pcrsalnaan-pcrsamaan vektor dengan cara yang
sama seperti persamaan-persanraan aljabar biasa. Sebagai nrisal, jika A + B = C maka dengan nrenukarkan tempat
A=C-8.

VEKTOR SATUAN aJalalr sebuah vckror yang besarnya

satu. Jika A adalalr sebualt vcktor yang

besarnya A * 0. nraka A/A adalah sebuah vcktor saturn yrr)g

arahnya sarna dengarr A.

Scliap veklor A dapat dinyatgkan oleh scbuah vcktor
satuan a dalanr aralt A dikalikan dengan besalnya A. I)alattt
sinrbol. A = Aa.

,1. A+B = B+A
2. A+(B+C) = (A+B)+C
3. trtA = An
4. m (nA,) = (rnn) A

5. (.nt+ rr)A = rnA+aA
6. m(A1$) = 72itr+riB

VEKTOR-VEKTOR SATUAN TECAK LURUS i, j, k. Hinr-
punan vektor-vcktor saluiul y:rng pcnt ing adalalr yang aralrnya
menurut sumbu-sunrbu .t. .r, dan z positip dari sistcnr koor.
dinat tegak lurus ruang tiga dirnerrsi. Masing-rtrasingnya di.
nyatakan oleh i,j dan k (Canrb. 5 )

Hukunr Komutatil untuk Penjunrlahan

I{uk url Asosiatif untuk Penjumlahan

Hukunr K-onr utat il' unt uk Perkalian

Hukurn Asosiatif untuk Pcrkalian

Hukunr Distributif
Hukum Distributif

(iaqrhrr 5
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Kita akan menggunakan sistem koordinat tegak'lurus

aturan tangan kanan kecuali ada pernyataan lainnya' Sistem

dentikian dinamakan dari kenyataan bahwa sebuah sekerup

bergalur kanan yang diputar 90o dari Ox ke Oy akan maju

dalam arah surnbu z positif' seperti dalam Gambar 5 di

atas.

Pada umumnya, tiga buah vektor A, B dan C yang titik'
titik pangkalnya berimpit dan tak 'koplanar (coplanar)' yak'

ni tidak terletak pada atau sejajar bidang yang sama disebut

membentuk sebuah stilent tangan kanan ata]u sistem dekslral

jika sebuah sekerup bergalur kanan yang diputar dengan su'

dut yang lcbih kecil daripada 180" dari A ke Bpkan rnaju

dalanr arali C scperti diperlihatkan dalam Gamb. 6'

KON{PONEN-KOI\IPONEN SEBUAH VEKTOR. Setiap vek'

tor A dalam

ruang 3 dimensi dapat digambarkan dengan titik pangkal pa'

da titik asal O dari sistem koordinat tegak-lurus (Gamb' 7)'

Misalkan (A, , Au , .A3 ) koordinat'koordinat tegak'lurus

titik terminal dari vektor A dengan titik asal pada O. Vektor-

vektor ,{1i, A2; dan A3k disebut vektor-vcktor koinponen

tegak lurus atau secara singkat ue,ktor-vektor komponen

dari A berturut'turut dalem arah-arah x, y dan z.

A1 , A:, A3 disebut komponen-komponen tegak'lurus

atau secara singkat kompo nen'komponen dari A berturut'

turut dalam arah-arah x, .Y dan z.

Jumlah atau resultan dari A1i, Arj dan A3k adalah vek'

tor A sehingga kita daPat menulis

Gambar 6

Gambar 7

A = Ari+Azj +

Besar dari A adalah

dan besarnYa

Alk
A=lnl = E;{G

Pada khususnya, vektor posisj atau vektor ieiati (Radius

vector) r dari O ke titik (-t, y, z) ditulis

,=i.r=e-r:;x.i+ri+zx

MEDAN SKALAR. Jika pada tiap{iap titik (I, y, z)i.^arisuatu daerahR dalam ruang dikaitkan sebuah bilangan

atau ska'lar 6(r,'r, z), n-nkaQrlisebut/ungsi skalardarikeduduks,tataufungsititikskalar

(scalar point function) dan kita mengaiakan bahwa sebuah medan skalar @ telah didefinisikan dalam R'

contoh+ontoh . ( I ) Temperatur pada setiap titik di dalam atau di atas permukaan bumi pada suatu saat ter-

tentu mendefinisikan sebuah t.uedan skalar'

(2) 0(r' y' z)= x3y - z2 mendefinisikan sebuah medan skalar'

Sebuah rnedan skalar yang tak bergantung pada waktu disebut rnedan skalar srastbrter alau keadaan tunak'

NTEDANVEKTOR. Jikapadatiap-tiaptitik(x, y,z)darisuatudaerahRdalamruangdikaitkansebuahvektor

Y (x, y, z/, maka V disebut/angsi vektttr rlari kerlutlukan atau fungsi titik vektof (vector

point functionl dan kita Oapat rnengrtakan bahwa sebtah meclan vektor Y telah didefinisikan dalarn R'

contoh-contoh t" '.fij;ilil.;;.:iff.x:"lii,illll,l1;Ji,ilr',1ill,:;::1ft:1ftr":edang 
bergerak
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(2) Y (x, y, z) = 1g1,zi - 2yrt j+ xzzk mendefinisikan sebuah medan vektor.

ebuah medan vektor yang tak bergantung pada waktu drseout sebuah medarr vektor stosioner ata:n keadaan

rnak (steady state).

Soal-soal yang Dipecahkan
Nyatakan manakah dari yang berikut ini skalar dan manakah yang vektor.

(a) berat (c) panasienis (e) kerapztan /g/ votume (i)
(b) kalori /d/ momentunt (f) energi

Jawab. (a) vektor (c) skalar (e) skalar
b) skalar (d) vektor /f/ skalar

(h) jarak {i)

/g/ skalar (i)
(h) skalar (i)

kecepatan

intensitas medan magnetik

skalar

vektor

Ca.nbarkan secara gralis /a/ sebuah gaya l0 N yang arahnya 30" disebelah utara dari timur
/D/ sebuah gaya l5 N yang arahnya 30" drsebelah timur dari utara.

Pilih satuan dari besarnya seperti yang diperlihatkan. Vektor-vektor yang ditanyakan adalah yang digambar
kan di atas.

Sebudh mobil bergerak ke arah utara sejauh 3 km,'kemudian 5 km kearah timur laut. Gambarkan perpin-
dahan ini secara grafis dan tentukal vektor perpindahan resultannya {a) secaa grafis, ( b ) secara analitis.

Vektor OP atau A rnenggambarkan perpindahan 3 km
ke arah utara.

Vektor PQ atau B menggambarkan perpindahan 5 km
ke arah timur laut.

Vektor OQ atau C menggambarkan vektor perpindahan
resultan atau jumlah vektor-vektor A dan B, yakni C =
A + B. Ini adalah hukum segitiga darr penjumlahan vektor.

Vektor resultan OQ dapat juga diperoleh dengan mem-.
bentuk diagonal jajaran genjang OPQR yang memiliki vektor-
vektor OP = A dan OR (yang sama dengan vektor PQ atau B)
sebagai sisi-sisinya. Ini adalah hukum iajaran genjang dari
penjumlahan vektor.

(a) Penentuan rcsultan secara grafis. Letakkan skala satuan I
km pada vektor OQ untuk meniperoleh besar 7,4 km
(kurang-lebih). Buat sudut EOg = 6r,t" dengen memper-
gunakan busur derajat. Maka vektor OQ besarnya 7,4
km dan arahnya 6 I ,5o di.sebelah utara dari timur.

(b) Penentuan resultan secara anali,is. Perhatikan segitiga OPQ.
A, B, C maka kita peroleh dari hukum cosinus.

Bila besar dari A, B, C dinyatakan oleh

1350 = ss+ts,/, = 55,21cz = A2 + 82 - 2AB cos lopq = 32 + s2 - 2(3)(s) cos

jadi C = 7,43(kurang-lebih)

(ii:raba; (r,) /.iami:ar (D )
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Dari hukum sinus. : '= : - Maka-' sin loep sin I ope

sin loep - a sin lopQ - -r(o'10=zt = 0.1855 dan loqr = 16"35,c 7.43

Jadi vektor oQ besarnya 7,43 km dan arahnya (45" + 16o35') = 61'35'disebelah utara dari timur.

Carilah junrlah atau resultan perpindahan-perpindahan berikut : A, l0 m barat laut; B 20 m 30" disebelah
utara dari timur;C,35 m ke selatan. Lihat Gamb. (a) dibawah.

Pada titik terminal A, tempatkan titik pangkal B.
Pada titik terminal B, tempatkan titik pangkal C.

Resultan D dibentuk dengan menghubungkan titik pangkal A dengan titik terminal C, yakni p =
A+B+C.
Secara grafis, resultan diukur mempunyai besar 4,1 satuan = 20,5 m dan arah 60o disebelah selatan dari
timur.

Untuk metode penjumlahan vektor secara analitis dari 3 atau lebih vektor-vektor lihat Soal 26.

Gambar (b)

5. Perlihatkan bahwa penjumlahan vektor adalah komutatif, yakni A
Lihat Gamb. (b) di atas.

atau A+B
atau B +A

+B = B+A.

=c,
=c.

oP+PQ = oQ

dan oR+RQ = OQ

Maka A+B = B+A.

6. Perlihatkan bahwa penjumlahap vektor adalah asosiatif, yakni A + (B +C) =

OP+PQ = oQ = (A+B),
dan pe+eR = pR =,(B+C).

. OP+ PR= OR = D, Yakni A+ (B+ C)=D.
OO*QR= OR: D. Yakni (A+B)+C =D.

Maka A+(B+C) = (A+B) rC.

Perluasan dari hasil-hasil Soal 5 dan 6 memperli-
hatkan bahwa urutan penjumlahan vektor-vektor tidak
penting.

(A

P-

B)+c.

R

Cam bar (a)

6'-e\ ,.\
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7. Gaya-gava Fr , Fz, ..., F6 bekerja pada obyek P seperti diperlihatkan. Gaya apakah yang diperlukan untuk
mencegah P hergerak ?

Karena urutan penjumlahan vektor tidak penting. kita dapat memulai dengan sebarang vektor,,kata-
kan F1. I'ada F1 tambahkan F, kemudian F3 danseterusnya. Vektoryangdigambafkandarititikawal Fl
ketitikterminal F6 adalahresultail R,yakniR = Ft+F2+F,+F*+F,+F6 .

Gaya yang dibutuhkan untuk mencegah P bergerak adalah -R yang mana adalah sebuah vektu'i yang
sama besarnya dengan vektor R tetapi berlawanan arah dan seringkali disebut penyeimbang (equilibrant).

8.

(6)

D'.-\

Diketahui vektor-vektor A, B dan C (Gamb

(a)

,/\
^/ \'

,/ -,.- \
c\ \

Gambar I (a)

la), garnbarkan (o) A- B + 2c (6) 3C - {1ze-nt.

Gmbar 2 (b)

Cambar 2 (b)Cambar I (D)

, _,-. .,. )
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Sebuah pesawat{erbang bergerak dalam arah baratlaut

dengan laju 1 25 km/jam relatif terhadap tanah. disebab-

kan terdapat angin barat dengan laju 50 km/jam relatif

terhadap tanah. Berapakah laju dan dalam arah ntana-

kah pesawat akan bergerak jika tidak terdapat angin ?

Misalkan:W = kecepatanangin

V6 = kecepatan pesawat dengan angin

V6 = kecePatan Pesawat tanPa angin

Maka Vo = Vb*W atau Vb = Yo- S = Ya+

V6 besarnya 6,5 satuan = I 63km/jam dan berarah

t-&r-

Satuan = 25 km/iam

(-w)

33o di sbbelah utara dari barat

l0 Diketahui dua buah vektor a dan b yang tak-kolinear, carilah suatu

yang terletak dalam bidang yang dibentuk oleh a dan b.

Vektor-vektor. tak-kolinear (non-colinear) adalah vektor-
vektor yang tak sejajar dengan garis yang sama. Oleh karena itu
apabila titiktitik pangkalnya berimpitan, mereka menentukan
sebuah bidang. Misalkan r sebarang vektor yang terletak dalam
bidang dari a dan b dan titik pangkalnya berimpit dengan titik'
titik pangkalnya a dan b di O. Dari titik terminal R vektor r,
gambarkan garis-garis yang sejajar vektor-vektor a dan b dan

lengkapi jajaran-genjar:g ODRC derlgan n,emperpanjang garis-

garis kerja dari a dan b bila perlu. Dari garnbar di samping

oD = ,(o,i) = za, di mana x sebuah skatar
OC = /(OB) = y b, di rnana y sebuah skalar

Tetapi menurut hukum jajaran-genjang dari penjumlahan vektor

pernyataan untuk sebarang vektor r

OR=OD+OC ataut=16+yb

yang mana adalah pernyataan yang diinginkan. Vektor-vektor ra dan -r,b disebut konrponen'kotttporten

,"kto, r masing-masing dalam arah-arah a dan b. Skalar-skatar'x dan.r'dapat berharga positif atau negatif

tergantung pada orientasi-orientasi relatii dari vektor-vektor. Dari cara penggambaran ini, jelaslah bahwa'

, aun y adalah unik untuk a, b, dan r yang diberikan. Vektor-vektor a dan b disebut vekror-vektor basis da'

lam bidang.

Diketahui tiga buah vektor a, b dan c yang tak-kopianar, carilah

dalam ruang tiga dimensi.

Vektor-vektor tak-koplanar adalah vektor-vektor yang

tak sejajar dengan bidang yang sama Jadi apabila titik-
pangkalnya berimpitan maka mereka tak terletak dalam

bidang yang sama.

Misalkan r sebarang vektor dalalrl ruang yang titik'
pangkalnya berimpitan dengan titik-titik pangkal a, b dan

c di O. Melalui titik terminal r gambarkan birlang-biciang
yang masing-masingnya sejajar dengan bidang-bidang yang

ditentukan olch a dan b, b dan c. dan a dan c; dan leng-

kapi jajaran-genjang ruang PQRSTUV dengan memper-

panjang garis-garis kerja dar.i a, b dan c bila perlu' Dari

garnbar disan.rping,

suatu perllyataan untuk sebarang vektor r
11.

OV=,(OA)=ra
gp=7(OB)=yb
oT=z(OC)=zc

Tetapi OR = OV + YQ + QB

di mana x sebuah skalar
di mana,Y scbuah skalar

tli ntana z scbttah skalar

= ov+oP+oT atau.r =

i

i

rt

ll
!

xe +yb+zc.

adalah unik untukDari cara mengganrbarkan. jelas bahwa 't, ,l datr z a. b, c clan r Yang dihcrikan
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Vektor-vektor xa, yb dan zc disebut komponen-komponen vektor clari r masing-masing dalam arah-
arah r, b dan c. Vektor-vektor a, b dan c disebut vektor-vektor Dasu dalam ruang tiga-dimensi.

Sebagai suatu ha! khusus,.jika a, b dan c adalah vektor-vektor satuan i,j dan k, yang saling tegak-lurus,
kita melihat bahwa sebarang vektor r dapat dinyatakan secara unik dalam i, j, k melalui pernyataan r =
xi+yj+zk.

Juga, bila c = 0 maka r haruslah terletak dalam bidang dari a dan b sehingga diperoleh hasil dari
Soal 10.

Buktikan bahwa jika a dan btak-kolinear nrakaxa +yb=0menunjukkanx = y = 0.

Andaikanx*0.Maka.xa+rb=0berarti.xa=_/bataua=_(y/x)b,yangberartiadanbharuslah
sejajar dengan garis yang sama (kolinear) yang mana bertentangan dengan hipotesis. Jadi x = 0; makalb = 0
yang mana darinya y = 0.

13. Jika x1 a +y, b = x2a + y2b, di mana a dan b tak-kolinear, maka r, = xz dan !t= Tz

rra + y, b -- z"a+ yrb dapat ditulis

,Ia + rtb - (xra+yrbl = 0 atau (xr- rr)t + (h- ya)b = 0.

Oleh karena itu menurut Soal I 2, ,L- ,2= O, yt- !z= 0 atau aL= ,2, !t-. lz.

14. Buktikanbahwajikaa,bdanctak-koplanarmakaxa+yb+zc=0menunjukarrx-y-z=0.

Andaikan x * 0. Maka ra + yb + zc=O berartira = -yb - zcataua= - (1t/x)b- (z/x)c.Tetapi
- ty/x)b - (z/x)c adalah sebuah vektor yang terletak dalam bidang dari b dan c (Soal l0), yang berarti,
a terletak dalam bidang dari b dan c yang mana jelas bertentangan dengan hipotesis bahwa. a, b dan c
tak-koplanar. Karena itu x = 0. Dengan penalaran yang sama didapatkan kontrrdiksi-kontradiksi untuk
pengandaian y * O dan z * 0.

Jika'x1a+-vlb+z1c=x20, +-y2b+z2c,dimanaa,bdanctak-koplanar,maka.tl =.x2,!r=),z,,zr=zz.
Persamaan diatasdapat ditulis (xr - x2)at (yr - yz)b+ (21 - z2)c= 0. .

MakadariSoal 14, xr -xz=O, yr-!z=O,zt - z2 =0ataux1 = xz, !t= !z,zr=zz.

Buktikan bahwa diagonal-diagonal dari jajaran-genjang saling
memotong di tengah-tengahnya.

Misalkan ABCD adalah jajaran-genjang yang diketahui
dengan diagonaldiagonalnya berpotongan di P.

Karena BD+e = b, BD = b-s. Maka BP = z(b-a).

Karena AC = a+b, 6P = y(a+b).

TetaPi ag = AP + PB = AP - BP,
yaknia = y(a+b)-z(b-a) --'(x+y)a + (y-r)b.

Karena a dan b tak-kolinear, maka menurut Soal 13, A

x * y = 1 dar,y -x=0,yangberarti x=),=t/zdanPadalah
titik-tengah dari kedua buah diagonal.

17. Jika ritik-tengah dari sisi-sisi yang berurutan dari sebarang segi empat dihubungkan oleh garis-garislurus,
buktikan bahwa segi empat yang terjadi adalah sebuahjajaran-genjang.

Misalkan ABCD adalah segi empat yang diketahui dan P, Q, R, 
^S 

titik-titik tengah dari sisi-sisinya. Pan-
dang Gambar (a) di bawah.

15.

16.

Maka PQ = +(s + b),

Tetapia+b+c+d = O.

PQ = +(s +b)

eR = +(b+c), Rs = +(c+d), sp = *(o+a).
Maka

= -"r(c+d) = SR dan eR = *tt+"1=-i(a+s)=Ps

PQRS adalah sebuah jajaran genjang.Jadi sisi-sisi yang berlawanan adalah sama dan sejajarjadi
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18. Misalkan pt,pz,pt adalahtitik-titiktetaprelatif terhadaptitik-asal 0dan11 ,12,13 !€k1or-vektorkeduduk-

an masing-masing titik dari 0. Perlihatkan bahwa, jika persamaan vektor a1r1 * a2t2 + a3r3 = 0 berlaku

terhadap titik asal 0 maka ia akan berlaku.terhadap sebarang titik-asal lainnya 0';ika dan hanyajika
ar + a2 +ar =0.

Misalkan r1', 12 ' dan 13' adalah vektor-vektor kedudukan dari P, , Pe dan P, terhadap 0' dan v adalah

vektor posisi dari 0i terhadap 0. Kita mencari percyaratan-persyaratan yang dibafrahiya persamaan a1 r1' +

azr2' + d3t31 = 0 akan berlaku dalam kerangka acuan yangbaru.

DariGamb./6/dibawah,jelasbahwa rt=v+r'r, r2=a*t'2,11=v+r't sehingga \rL+azJ2+orr, =0
menjadi

o,rt* o2t2+ art., = catv+rl) + a2(v+r'r'l+ "r{v+r'r)
= (aL+ az+or)v + "rir+ "rr'r+ art', = O

"ti* "{L* \i = 0 akan berlaku jika dan hanva jika

(ar+ ar+ar)v = 0, yangberarti a1 + ar+ a, = O.

Hasil

Hasil ini dapat diPerluas.

d

Gmbar (a) Gambar (D)

19. Carilah persamaan sebuah garis.lurus yang melalui dr.ra buah titik / dan B yang diketahui memiliki vektor-

vektor kedudukan a dan b terhadap sebuah titik asal O.

Misatkao r adalah vektor kedudukan dari sebarang titik P
pada garis yang melalui A dan B.

Dari gambar di samPing,

OA+AP = OP atau a +AP = r, yakni AP = r-a
dan OA+AB =OB atau e+AB = b, yakni AB = b-i

Karena AP dan AB kolincar, AP = I AB atau t - a= t (b - a)- Maka

persanraan 1'ang dikehendaki adalah

r = a+ ,(b-a) atau r = (1-r)a + rb

Bila persamaannya dituliskan ( I - ,)a + /b - r =.0, jumlah dari

koefisien-koefisiennya a,bdan radalah I -a+ t'-l=0.Oleh O

karena itu menurut Soal 18 terlihat bahwa titik /'sclalu berada

pada garis yang menghubungkan ,4 dan B dan tiditk bcrgantun8 pa-

da pemilihan titik-asal 0, yang rnana me mang seharusnya de mikian.

Metode I.uin. Karena AP dan BP kolincar, nraka urttuk skalat-skalar m dann kita pcrolcll

mAp = npB atau n(r-e) = r(b-r)
61*nb

Pecahkan, yang disebut b(ntuk si,nclrik.
m*n
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(a) Carilah vektor-vektor kedudukan r1 dan 12 untuk

titik{itik P(2.4,3) dan B(l , -5,2) dari sebuah sistem

koordinat tegakJurus, dinyatakan dalam vektor-vektor
satuan i, j, k. (b) Tentukan secara gratis dan analitis re-

sultan dari vektor-vektor kedudukan ini.

(o) rr = oP = oc+ cB+BP = 2i+4j +3k
rz = OQ = OD+DE+EQ = i-5j+2k

(b). Secaragrafs, resultan dari 11 dan 12 diperoleh se-

bagai diagonal OR dari jajaran-genjang OPRQ.
Secara analitis, resuitan dari 11 dan 12 diberikan
oleh

Ir* rz = (2i+4j+3k)+(i-5j+2k) = 3i-j

:1. Buktikan bahwa besarnya A dari vektor A =

Ari+ Ari+l.k adalafi A = ,E;E;fl
' Menurut teorema PYthagoras,

@Pf -- @qt' * <qet'

di mana OP menyatakan besarnya vektor OP, dan se-

terusnya. Begitu pula, <OQ>' = (Ot)'+ (nQ)'.

I\{aka @pl2 = (OR)2 + <Rql, * (Wr2 ata,a

' A2 = e?,* lf,+Af,,var,eberartiA= q;4;4

',2- Diketahui 1, = $i - 2j + k, t,
(a) rc , (6) r, + 12 r 13 ,

ttt(a) lral = l-r +2j+2kl

11+ r2l- 13 =

Maka lr, *

2rr-3rr-5r.

Maka I ,.,

= 2i - aj - 3k, rs = -i + 2j + 2k, carilah besarnl,a
(c) 2rr- 3r, - 5r. .

= /et\\ a\ 0f - 3.

(D) (3i-2j+k) + (2i-d-3k)+ (-i+2j+2k) = 4i -4j + 0k = +i -4j
rr.r.l -,4i-4jr0kl = rAV.-47+af =,s2 = + :.

= z(3i-2i + k) - 3(2i -4j -3k) - 5(- i + 2j + 2k)

= 6i-4j +2k-6i +12j +9k+5i -10j -10k = 5i-2j-k-
-3r,-5r,1 = lt,-2i+kl = /Gf;e*;0f = /n.

13.

(c )

Jika rr= 2i-j+k, rr= i+3j-2k, % = -2i+ j -3k dan ro= 3i+ 2j +5k,
carilah skalar-skalar a, b, c sehingga t4= d,t7 + 6r, + br, .

Kita menghendaki 3i +2j +5k = a(2i-j +k) + b(i+3j-2k) + c(-2i +j-3k)
= (2a+b -2c)i + (<.+3b +c)j +(o-26*3c)h.

Karena i, j, k tak-koplanar maka menurut Soal I 5 ,

2a+b-2c = 3, -a+3b+c --2, a-2b-3c = 5.

Pecahkan, a--2, b =1, c=-3 dan ro=-2r1+12-3r3.

Vektor ra dikatakan bergantung linear (linearly dependent) pada 11 , 12 dan 13; dengan perkatan lain 11, 12,
13 dan14 membentuksebuahhimpunanvektor-vektoryan1bergantunglinear. Dipihaklaintigabuah(atau
lebih kurang) vektor sebarang dari vektor-vektor ini membentuk sebuah himpunan vektor-vektor yangbebas
li n ea r (linearly i:rdependent).

Pada umumnya, vektor-vektor A, B, C .

+5k

disebut bergantung linear jika kita dapat mencari suatu hin-
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punan skalar-sk alar a, b, c, .... tidak semuanya nol, sehingga dA + bB + cC + .... = 0, jika tidak maka mereka

bebas linear.

24. Carilahsebuahvektorsatuanyangsejajarresultandarivektor-vektor rr= 2i+4i-5k' rr=i+2i+3k'

Resultan R= 11+rz= (2i+4J-5k)+(i+2j+3k) =3i

n = lnl = lsr+6i-2kl = /<8*@+<8 = t.
Maka sebuahvektor satuanyangsejajarRadalah E - 3i+gj-2k 

=

-?*l : rlr'+ tf,r'*

+ 6j - 2k.

3i* 6j- 2k
117

= 1-
Periksa : I

,- +r'
3. 6.
-l + -r7 1'

25. Tentukan vektor yang memiliki titik-pangkal P(x 1, y ,, z 1)
dan titik-terminal Q(x2,lz, zz) dan carilah besarnya.

Vektor kedudukan P adalah r, = :rl + 7rJ + zrk -

Vektor kedudukan Q adalah r, = rrl + 12! + z2k.

rr * PQ = rz atau

PQ = re- r, = (xri+yrt+ zrk)- (rrl+yrl+ zrk\

= (xr- xr')l + Uz- \)i + Qr- zr')k.

atau

Besarnya pa=pQ =rW

Perhatikan bahwa ini adaiah jarak antara titik-titik P

dan Q"

26. Gaya-gaya A, B dan C yang bekerja pada sebuah obyek diberikan dalam komponen-komponennya oleh

persamaan-persamaanvektor A= Ari+ A2l+ Ask, B = Bri+ Bri + B.k, C =Cri + Cj +C"k'

Carilah b:sarnya resultan gaya'gaya ini.

Gayaresultan R = A+B+C = (Ar+ Br+Catl+ (4+82+CrJ + (13+83+Ca)k.

Besarnya resultan = vlAr B

Hasil ini dapat dengan mudah diperluas untuk lebih daripada tiga-buah gaya'

Tentukan sudut-sudut a, p dan 7 yang dibuat vektor
r = xi * yj + zk dengan arah-arah positif dari sumbu-
sumbu koordinat dan perlihatkan bahwa

cos2d+cos2P+cos2Y=1.

Dengan n.relihat pada ganrber. segitiga OAP adalah
sebuah segitiga siku-siku dengan sudut tegak lurus di,4;

maka cos a = fr . Begitupula dari segitiga siku-siku

oBPdanoCP, cos I = fr dan cosT= fi.suza
lrl= ' = ',8;7;7

Maka cosO=i, cosB=2, eosy=1

sehingga a. B, 7 dapat diPeroleh. x

Dari sini diperoleh,

cosr 0*cos2B* cosry = ,2ty2+22 - ,.

27.

Bilangan-bilangan cos o, cos p, cos 1 disebut cosinus-Losinus arah dari vektor OP.
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28. Tentukan himpunan persamaan-persamaan untuk garis-garis lurus yang melalui titik-titlk P(rr, yr, zr')

dan Q@r, le, zr).

Misalkan 11 dan 12 adalah masing-masing vektor-vektor
kedudukan dari P dan Q, dan r vektor kedudukan dari se-

barang titik R pada garis yang menghubungkan P dan Q

rr+ Pf,.= I atau PR = r - I
rr+PQ=ru atau PQ=12-11

Tetapi PR = tPQ di mana t sebuah skalar. Maka r - rr =
t(r2 - r1) adalah persamaan vektor yang dikehendaki dari
garis-Iurus (bandingkan dengan Soal 19).

Karena r = r-i + ),j + zk, maka dalam sistem koordinat
tegak-lurus kita peroleh

(xl+y! +zk) - (:ri +7rJ +zrk) = tL{:2l+frl + zrk) - (zri +'yrJ +zrk)]
atau

(r-:r)l+ (/-yr)J + (z-21)k = tlG2-rl)i + (yr- yr)l + 1zr-zr)k]

Karena i, j, k adalah vektor-vektor tak-koplanar maka dari Soal i 5 kita peroleh,

,-rL= t(xr;rr'), !-ft= t(yz-yl), z-z!= t(zr-zr)
sebagai persamaan-persamaan parameter dari garis, di mana / adalah parameternya. Eliminasikan t maka
persamaan-persamaannya menjadi,

x- x7 ^ / - lt = 
,__1

*2- aa 7t- 7t 22 - "!

29. Diketahui medan-5kalar yang didefinisikan oleh il*, y, ,) - 3x2z - xy! + 5, carilah @ pada titik-titik
(a) (0,0, 0), (b) (1, -2,2) (c) (-1, -2, -3).

(a) d(0,0,0) = 3(o)2(q-(0X0)3+s = 0-0+5 = b

(D) d(1,-2,2) = 3(1)2(2)-(1)(-2)3+5 = 6+8+s = 19

(c) d(-r,-2,-3) = s(-r)2(-3)-(-r)(-2)3+s = -s-8+s = -12

30. Buatlah diagram medan-medan vektor yangdidefinisikanoleh :

(a\ Y(r,y) = ri + yi, (6) V(x,y\ = -xi- yi, (c) Y(r,y,z) = xi + yi + zk.

Cambar (a) Ganrhar (b)
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(a) i'atla tiaP-lial) titik (.r. -),.) kecuali (0, 0), dari bidang -r-u didefinisikan sebuah vektor unik ri +/j yang
besurnya \^j +-F .lcngan arah yang rnelalui titik asat dan keluar darinya. Untuk mempermudah pro-
ses penggantbaran diagramnya, perhatikan bahwa semua veklor-vektor yang berhubungan dengan titik-
trtik na.lr lingkaran-lingkaran .rl t y' = o', c ) 0 besarnya a. Medannya dengan dcmikian kelihatan
scpcrti dalen) (ianrbar (r. l di urana telah C.ipergunakan skala yang sesuai.

Di sini ttap-tirrp \ektor .'iesarnya sama-dengan yang bersangkutan dengannya dalrm (a) tetapi arahnya

lang berlawanan. l!{edannya dengan dernikian kelihatan seperti dalam Gambar (D).

Dalam Gamb- (a) medannya berbentuk seperti fluida yang keluar dari sebuah titik sumber 0 dan
rnengalir menurut arah yang ditunjukkan. Karena alasan ini, medannya disebut sebuh medan-sumber
(sourct Iickll den d disebut sebuah su,flbel lsottrcel.

Dalam GamL'. (b ) medannya kelihatan mengalir menuju 0, dan medannya dengan demikian disebut

sebuah rredari sungap (sink lieltl) dan 0 disebut sebuahsungap (sinli).

Dalam ruang tiga dimensi. interpretasi yang bersangkutan adalah bahwa fluidanya mengalk keiuar
secara radial (atau secara radial kedalam)dari sebuah garis sumber (atau garis sungap).

Medan vektornya disebut berdimensi dua karena tak bergantung pada z.

Karena besarn.va tiap-tiap vektor adalah tE;V - 7, maka sernua titik pada permukaan bola

.r:2 + ,r.2 + z2 = 'tr , a2 ) (, nientiliki vektor-vektor yang besarnya a. Medannya dengan demikian ber-

bentuk seperti r-ruida yang keluar dari 0 dan mengalir ke segala arah daiam ruang. Ini adalah sebuah

medatt su;nber t:-i-: Ji,,relrJ/.

Soal-soal Tambahan
Manakah dari besaran-besaran berikut adalah skalar dan vektor ? (a) energr kinetik, (b) intensitas medan
listrik, (c) entropi, (d) usaha, (e) gaya sentrifugal, (f) temperatur, (g) potensial gravitasi (ft) muatan,
(i) tegangan. (7) frekuensi.
Jawab. (a) skaiar, (D) rektor, (c) skaiar, (,/) skalar, ie) vektor, (f) skalar, (g) skaiar, (h) skaiar, (i) vektor,

0) skalar.

Sebuah pesawat-terbang menempuh jarak J00 km ke arah barat dan kemudian 150 km dalam arah 60" di
sebelah utara dari barar. Tentukan pergeseran resultan (c) secarA grafis, (D) secara analitis.
Jawab.besarnya 304.i km (50 V37), arahnya 25o17'disebelah utara dari timur (arc sin 3 \Fttnql

Carilah resultan dari perpindahan-perpindahan berikui: A, 20 km dalam arah 30o di sebelah utara dan ti-
mur; B, 50 km ke arah barat; C, 40 km ke arah timur-laut; D, 30 km ke arah 60" di sebelah selatan dari
bant. Jawab. besarny'a 20,9 km, arahnya 2 lo39' di sebelah selatan dari barat.

Perlihatkan secara grafis bahwa - (A - B) = -A + B.

Pada sebuah obyek P bekerja tiga buah gaya koplanar seperti diperlihatkan dalam Gamb. (a) di bawah. Ten-
tukan gaya yang dibutuhkan untuk mencegah P bergerak. Jawab. 323 N yang arahnya berlawanan dengan
gaya i50 N.

l3

(b)

(c)

31.

32.

33.

34.

35.

(,rnlb. (a) (ianrb. (b)
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36. Diketahui vektor-vektor A, B, C dan D (Gambar (D) pada halaman 13). Bentuklah

t7.

(a) 3A-28-(c-ol <al jc + |te-n+zol.

llka ABCDEF adalah titik-titik sudut dari sebuah segi-enam.beraturan, maka carilah resuitan dari gaya-

Eayayan1dinyatakan oleh vektor-vektor AB, AC, AD, AE dan AF. Jawab. 3AD-

Jika A dan B adalah vektor-vektor yang diketahui, maka perlihatkan bahwa (o) l.L+ Bl< lAl+ lBl,
(b) A-Br> rAr- rBr.

3e. Perlihatkanbahwa le*n*cl 1 lnl * lnl * lcl.

Dua buah kota A dan B terletak saling berhadapan ditepi sebuah sunga: yang lebarnya 8 km dan laju aliran

sungainya 4 km/jam. Seorang yang berdiam di ,4 ingin mencapai kota C yang berada 6 km kearah udik
(hulu sungai) pada tepi yang sama dengan kota B. Bila kapalnya dapat berlayar dengan laju maksimum

l0 km/jam dan bila ia ingin mencapai C dalam waktu vang sesingkat mungkin, maka dalam arah manakah

harus ia tempuh dan berapa lama perjalanannya ?

jawab. Arah garisJutus ke udik yang membuat sudut 34o28' dengan garis tepi sungai. I jam 25 menit.

Seorang yang berjalan kearah selatan dengan laju l5 kmijam mengamati bahwa angin kelihatannya ber-

tiup dari arah barat. Dengan menambahkan kecepatannya hingga 25 km/jam angin kelihatlnnya bertiup

dari arah baratdaya. Carilah arah dan laju dari angin. Jawab. Angtn bertiup dari arah 56o18' disebelah

utara dari barat pada kelajuan 18 km/jam. :'

Sebuah beban 100 kg digantungkan pada pertengahan

sebuah tali seperti diperlihatkan dalam gambar disam-
ping. Tentukan tegangan I dalam tali. "/cN'aD. 100 kg.

Sederhanakan 2A + B +3C- ( e-ZS -2(2A-38-C) ).
Jawab. 5A- 38 + C

Jika a dan b adalah vektor-vektor tak-kolinear dan

a = (x + 4y)a + (2x +)' + l) b dan B = lv - 2x + 2)a+
(2x - 3y - 1) b, maka carilah x dan y sehingga 3A =

28.lawab.x=2,)'=-1.

45. Vektor-vektor basis a\ , a2, ^. dinyatakdn dalam vektor- vektor basis b, , b., b, melalui hubungan-hubung'

an a, = 2b, + 3b2- bs, ", = b1 - 2b2+ zbs, 2b1+ b2-2b3

Jika F = 3b, - b, * 2b,, nyatakan F dalanr a,, a, dan a,.

Jawab. 2a, * 5e, * 3a'.

lika a, b, c adalah vektor-vektor tak-koplanar nlaka tentukan apakah vektor-vektor r, = 2a -- 3b + c,

r2 = 3a - 5b + lc, clan 13 = 4a 5b + c adalalr trebas atau bergantung linear- .lawab. Bergantung linear,

karena r. = 5r, - 2r,.

Jika A dan B adalah vektor-vektor yang diketahui yang menyatakan diagonal-diagonal sebuah jajaran-gen-

jang. nrak a ga rnbarkan jajaran-genjangnya.

Buktikan bahwa garis yang menghubungkan titik-titik tengah dua buah sisi sebuah seg.itiga adalah sejajar

dcngan sisi ketiga dan besarnya separuh tlari besatnya sisi ketiga ini.

49. (a) lika 0 adalah scbarang titik didalanr segitiga .4.8C dan l', Q, R nrasing-masingnya adalah titik-titik
tengahsisi-sisi AI), BC, Czl, rnakabuktikanbahwa OA+oB+oC = OP+OQ+oR.

(|) Apakah hasil ini bcrlaku pula apabila 0 adalah sr:barang titik di luar scgitiga? Buktikan hasil jawaban-

nru. Jatlah. Ya.

38.

40.

4t.

42.

17

,lo0 N
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Dalam gambar disaniping, ABCD adalah sebuah jajaran-

genjang dengan P dan Q adalah masing-masingnya titik-
titik tengah dari sisi*isi BC dan CD. Buktikan bahwa

AP dan l0 memotong diagonal BD atas tiga bagian
yang sama di titik-titik E dan F.

Buktikan bahwa garis-garis berat sebuah segitiga saling

berpotongan pada sebuah titik yang sama yang mana

adalah titik pembagi tiga garis-garis berat itu.

Buktikan bahwa garis-garis bagi sebuah segitiga ber-
potongan pada sebuah titik yang sama.

D
Perlihatkan bahwa ada terdapat sebuah segitiga dengan

sisi-sisi yang sama dan sejajar dengan garis-garis berat

dari sebarang segitiga yang diketahui.

54. Misatkan vektor-vektor kedudukan dari titik-titik l'dan Q relatif terhadap sebuah titik-asal 0 masing-ma-

singnya diberikan oleh pdan,q. Jika R adalah sebuah titik yang membagi garis PQ kedalambagian-bagian
yang perbandingannya adalah m .' n, maka perlihatkan bahwa vektor kedudukan R diberikan oleh

l5

50.

5l
---- o

52

53.

nD +aqr=--
m+ n

dan vektor ini tak bergantung pada titik-asal.

56.

55. Jika ri, r:, ..., r" adalah berturut-turut vektor-vektor kedudukan dari massa-massa mr.ttl2, ..., ,,], relatif
terhadap sebuah titik-asal 0, perlihatkan bahwa vektor kedudukan dari titik-beratnya diberikan oleh

r=
*l,tl* 

^zt2+ 
...+ mflrrl

*L* m2+...+ mn

dan bah'ra ini tak bergantung pada titik asal.

Sebuah segiempat ABCD memiliki massa-massa yang besarnya 1, 2,3 dan 4

terletak pada titik-titik sudut .4(- 1, -2, 2). B(3, 2, -1 ), C( 1, -2, 4) dan D(3,
dinat titik-pusat massanya. lawab. (2, O,2).

satu3n yang rnasing-mlsing:rya
1, 2). Carilah koordinat-koor-

B, C yang tak terletak pada se-

terhadap titik-asal 0. dapat di-
57. Perlihatkan bahwa persamaan sebuah bidang yang meialui tiga buah titik ,4,

buah garis-lurus dan yang men,iliki vektor-vektor kedudukan a, b, c relatif
tuliskansebagai 

r _ ua+nb+pc
m* n* p

di mana m, n, p adalah skalar-skalar. Periksalah bahwa persamaan ini tak bergantung pada titik-asal.

58.Vektor-vektcrkedudukandarititik-titikl'd.anQdiberikanolehrr=2i+3i-k,12=4i-3j+2k.Ten-
tukan PO dalam i, j, k dan carilah besarnya. Jawab. 2i - 6j + 3k, 7

59. Jika A = 3i--j-4k, B = -2i+4j-3k, C = i+2j-k, carilah (a) 2A.- B+3C, (r) lA+B+Cl,
(c) l3A 28 + 4Cl, (d)vektorsatuan yangsejajardengan 3A - 28 +4C.

Jawab. ' (a ) 1li - 8k (il/n (c) /56s 17) !4:!EJ-1c-
,A,S

60. (iaya-gayaberikutbekerjapadasebuahpartikel/':F, =7i+3i-- 5k, F, =- 5i+j+3k, Fr=i-2.i+
4k, F4 = 4i--3j- 2k.yangdiukurdhlamNewton.Carilah(a)resulii-r darigaya-gaya. (b)besarnyaresultan.

Jau'ab. (al 2i - j (b) \45

61. Dalam tiap-tiap kasirs be;ikrrt, tenlukan apakah vokt<lr-vektornya bebas lirrear atarrkah bcrgantung lincar:
(a) A = 2i +j -3k, B = i-4k, C =4i +3j-k, (6) A = l-3j +2k, B = zi -aj-k, C =3i +2j-k.

Jau,ab. (o) bergantung linear, (D) bebas lincar.

62. Buktikan bahwa empat-buah vektor sebarang, dalarn ruang berdilrcnsi tiga, haruslah bcrganlung lincar

63. Perlihatkanbahwasyaratperludancukupagarvektor-vektor A=A71 +A2t+13k, B-B1i+82i+83k,
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l4 A2 A3l
c = c1l + C2, + C"k [s!35 linear adalah bahwa determinan | 8, B; 8; I tidak sama-dengan nol.

lca c2 cal

54. (a) Buktikanbahwavektor-vektor A= 3i+ j-2k, B =- i+ 3j+4k, C=4i-2i-6kdapatmemben-
tuk sisi*isl dari sebuah segitiga.

(b) Carilah panjang dari garis-garis berat segitiga itu.

Jawab. (bl /G, *rhu, i/tio
65. Diketahui sebuah medan-skalar yang didefinisikan oleh $(x,y, z) = gze + Szyz - z2 + 2.

carilah (a) 00,-1,-2), (6) d(0,-3,1).
Jawab. b) 36 (6) -11

65. Lukiskan medan-medan vektor yang didefinisikan oleh :

(o) Y(r,y) = xl-ti, $) Vk,y\ = yt-z!, (cl y(x,y,rl = $.jj!-
{x2+y2+12
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